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ОБ УПРАВЛЕНИИ КАЧЕСТВОМ ПОСТРОЕНИЯ ПЛАНОВЫХ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 
 
Е.В. ГРИЩЕНКОВ 
(Полоцкий государственный университет) 
 
Исследуются возможности применения чисел обусловленности для оценки качества построения 
геодезических сетей. Результаты работы заключаются в следующем: упорядочены числа обусловленно-
сти для разнообразных по методу развития геодезических сетей; предложен способ предрасчета чисел 
обусловленности в зависимости от числа определяемых пунктов; разработан метод оценки качества 
геодезических построений с помощью отношения реального числа обусловленности матрицы нормаль-
ных уравнений к «эталонному» числу обусловленности («относительная обусловленность»), полученно-
му для симметричных геодезических сетей; сформированы допуски на величину «относительной обу-
словленности». Рекомендуется применять показатель «относительная обусловленность» для оценки 
качества построения геодезических сетей на стадии проектирования до выполнения полевых работ. 
 
Введение. На сегодняшний день появление новых геодезических приборов с более высокими тре-
бованиями к точности, современной вычислительной техники вызвало разработку и внедрение новых 
методов геодезических работ. В связи с этим задачи проектирования геодезических построений решают-
ся более универсально и вопрос об оценке качества построения геодезических сетей продолжает быть 
актуальным. 
Оценку качества построения необходимо проводить на стадии проектирования, так как геодезиче-
ские построения могут удовлетворять требованиям инструкций на необходимую точность измерений, но 
в то же время иметь плохую геометрию. Известно, что именно плохая геометрия напрямую влияет на 
точность определения координат. 
Основная часть. Для оценки качества построения геодезических сетей в работе [1] предлагается 
использовать относительную обусловленность (1): 
i
ý
i
C
C
,  (I = 1, 2, …),                                                            (1) 
где Сi  – число обусловленности для реальной сети; 
ý
iC  – «эталонное» число обусловленности для реаль-
ной и симметричной по построению геодезической сети. 
В результате проведенных исследований установлены следующие свойства для : 
а) значение относительной обусловленности зависит: 
- от числа и расположения исходных и определяемых пунктов; 
- соотношения точности измерений; 
- геометрической фигуры сети; 
б) для одной и той же геодезической сети значение относительной обусловленности получается 
приблизительно одинаковым, если используются различные числа обусловленности; 
в) значение относительной обусловленности остается прежним при масштабном изменении геоде-
зической сети. 
С помощью величины относительной обусловленности сопоставляются реальные сети с идеаль-
ными сетями с одним и тем же числом определяемых пунктов. 
При вычислении  могут быть использованы следующие числа обусловленности [2]: 
- первое число обусловленности:  
    
1 1
,iC R Q                                                                           (2) 
где принимается первая норма матриц коэффициентов нормальных уравнений R и Q = R–1: 
1 1
1
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Вместо 
1
R  возможно применение второй нормы: 
2 1
1
max ;
t
ij
sjst
j
R r  
- в качестве второго числа обусловленности возьмем 
                                                        
2 max( )max( );ij ijC r q                                                                   (3)                                                  
- вместо известного числа Тюринга приняли следующее третье число обусловленности: 
                              
3 ,E EC R Q                                                                          (4)                                                                                  
 где 2
, 0
,
t
ijE
i j
R r  т.е. корень квадратный из суммы квадратов всех элементов матрицы R; 
- в четвертом числе обусловленности 
                                                          4
max( )
min( )
ii
jj
q
C
q
                                                                          (5)                                                                     
используются только диагональные элементы обратной матрицы Q; 
- в качестве пятого числа обусловленности было взято число Тодда: 
     
5
max
,
min
i
i
C                                                                          (6)                                                             
где i – собственные значения матриц. 
Для вычисления эталонного числа обусловленности предлагается формула: 
                                                            ,ii iC K                                                                            (7)                                                                    
где коэффициенты  и  можно выбрать из таблицы 1. 
 
Таблица 1 
 
Значение коэффициентов α и β для различных геодезических построений на плоскости 
 
Геодезические 
построения 1
эC  2
эC  3
эC  4
эC  5
эC  
триангуляция 
α 
β 
1,8 
2 
1,3 
1 
0,65 
2,5 
0,37 
1 
0,70 
2 
трилатерация 
α 
β 
1,9 
2 
1 
1 
0,62 
2,5 
0,49 
1 
0,80 
2 
линейно-угловая сеть 
α 
β 
1,4 
2 
0,68 
1 
0,53 
2,5 
0,22 
1 
0,76 
2 
обобщенные значения 
α 
β 
1,6 
2 
1 
1 
0,6 
2,5 
0,4 
1 
0,7 
2 
 
На практике чаще всего используют формулу: 
 
    3
3
э
C
C
,                                                                            (8)                                                                      
запрограммированную в программе OZENKA 2. 
Исследования Л.А. Черкас [2] по анализу показали: 
1) самыми надежными по качеству построения являются линейно-угловые сети, затем сети трила-
терации и триангуляции; 
2) чем ближе проектируемая сеть к сплошной сети, тем выше качество построения; 
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3) значение относительной обусловленности уменьшается, если исходные пункты находятся в 
центре симметрии сети; 
4) с уменьшением численного значения связующих углов треугольников происходит ухудшение 
качества построения сети; 
5) чем больше в геодезической сети исходных пунктов, тем выше ее качество построения; 
6) изломанные сети лучше по качеству неизломанных. 
Видно, что относительная обусловленность адекватно отражает известные требования к качеству 
построения геодезических сетей. 
При формировании допусков на величину «относительной обусловленности» мы ориентировались 
на требования инструкций. Проведя вычисления различных по точности, по геометрии построения, по 
числу определяемых пунктов и по методам развития сетей, были получены допустимые значения для 
«относительной обусловленности» (табл. 2). 
 
Таблица 2 
 
Допустимые значения величины «относительной обусловленности» ψ 
 
Классность 
доп
 
1, 2 класс 
4 класс 
1 разряд 
2 разряд 
Съемочные сети 
3 
10 
25 
25 
40 
 
Если ошибка геометрической связи характеризует только ряды и звенья триангуляции и не может 
оценивать качество построения полигонометрии, то с помощью ψ могут оцениваться любые геодезиче-
ские построения. 
 
Практическое применение. Научно обоснованное проектирование геодезических измерений пре-
дусматривает составление оптимального плана работ. Такой план призван обеспечить получение иско-
мых величин с наивысшей или необходимой для заданных условий точностью [3]. 
В каждой экстремальной задаче требуется найти некоторые параметры х1, х2, …, хt, которые обес-
печивают экстремальное значение целевой функции 
 
                                     1 2Ф( , , ..., ) = min.tx  x x                                                                     (9)                                                   
 
Экстремум функции (9) определяется при соблюдении ряда условий: ограничений типа равенств 
или неравенств: 
 
ai ≤ Fi(x1, x2, …, xt) ≤ bi.         
                           
Целевая функция (9) определяет выгодность каждого допустимого проекта сети. При этом более 
выгодному проекту соответствует меньшее значение целевой функции. 
За большинством оптимальных планов, минимизирующих ту или иную величину, в математиче-
ской и геодезической литературе укрепились собственные названия [3]: 
1) А – оптимальный план выражает требование: 
 
                                             min ( ).spK                                                                       (10)                                                       
 
Величина 
                                          (1/ ) ( )D t spK                                                                      (11)                                               
 
называется, как известно, средней дисперсией оценок. Требование, очевидно, равносильно требованию: 
 
                                                                min(1/ ) ( ),t spK                                                                    (12)                                                    
 
где t – число определяемых параметров; 
2) D – оптимальный план: 
                                               
mindet ( );K                                                                        (13)                                                     
 
3) Е – оптимальный план выражает требование минимума максимального значения λ матрицы ( ) :K  
                                               
minmax[ ( )];K                                                                      (14)                                                   
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4) I – оптимальный план предусматривает получение 
 
                                              
max [ ( )]
min ,
min [ ( )]
K
K
                                                                  (15)                                                     
 
где min [ ( )]K  – минимальное собственное значение матрицы ( )K . 
Возможно наименьшее значение выражения: 
                                                                    
 
max [ ( )]
1.
min [ ( )]
K
K
                                                                   (16)                                                        
 
Если выполнено условие (16), то получаем гомогенную и изотропную геодезическую сеть, для ко-
торой эллипсы точек превращаются в окружность (изотропия) одинакового радиуса. На практике выпол-
нение условия (16) трудно достижимо. Поэтому I – оптимальный план ведет к построению проекта сети, 
максимально приближенной к гомогенной и изотропной; 
5) G – оптимальный план: 
 
                                         minmax[ ( )],D                                                                   (17) 
                                                    
т.е. выражает требование минимума максимального значения дисперсии какого-то искомого параметра 
сети среди других ее параметров. В геодезических сетях, например, критерий (17) может выражать ми-
нимум дисперсии наиболее слабого элемента сети. 
В [3] отмечается, что число планов не исчерпывается. Но большое их число создает практические 
трудности в выборе того или иного критерия. 
В дальнейшем вместо числа обусловленности (15), предложенного Тоддом, возьмем число обу-
словленности, рассматриваемое ранее Тюрингом: 
                                                               min R Q ,                                                                       (18)                                                       
где R  – корень квадратный из суммы квадратов всех элементов матрицы нормальных уравнений R; 
Q  – то же самое, что и R , только для обратной матрицы: 
1Q R . 
В качестве второго критерия оптимальности решения возьмем G – оптимальный план согласно 
формуле (17). 
Заметим, что из-за малой области сходимости приближений в градиентном методе и в способе 
Ньютона их применение затруднено. Поэтому лучше пользоваться методом релаксации. 
Проектирование плановых геодезических сетей методом релаксации использовано  в программах SERP 2 
и SERP 3. Программа SERP 2 находит координаты определяемых пунктов при наименьшем спектраль-
ном числе обусловленности; программа SERP 3 – при минимуме наибольшей ошибки положения опре-
деляемых пунктов. Исходная информация к этим программам составляется на основании полевых изме-
рений, а количество определяемых пунктов, координаты которых находят программы, должно быть не 
более пяти.  
С появлением таких программ решения засечек на ЭВМ стала актуальной задача поиска качест-
венных и некачественных построений. Для поиска качественных построений на плоскости наибольший 
интерес представляет программа SERP 2, так как «относительная обусловленность» – главная величина, 
характеризующая качество сети, прямо пропорциональная числу обусловленности, минимизация которо-
го приводит к получению качественных построений. 
Поиск некачественных построений позволяет найти отдельные построения с вырожденной матри-
цей нормальных параметрических уравнений (дефектов построения, дефектов конфигурации, дефектов 
данных) [4]. Присутствие различных дефектных построений (ячеек) в сети делают ее вырожденной или 
значительно уменьшают качество сети. Для поиска таких построений используется программа МАХ, 
которая находит координаты определяемых пунктов (до пяти), путем максимизации спектрального числа 
обусловленности. 
Для примера минимизации спектрального числа обусловленности с использованием метода релак-
сации на рисунке 1 показано звено триангуляции, содержащее равнобедренные треугольники. 
Минимум функции (18) достигнут в точках: х1 = 1054 м; y1 = 1620 м; х2 = –51 м; y2 = 882 м, при на-
чальных координатах в точках 1 и 2, показанных на рисунке 1. 
Если начальные координаты двух точек задать в окрестности точки 1, то минимум функция (18) 
достигнет в точках 1 и 2, показанных на рисунке 2. Это стало возможно благодаря методу релаксации, 
имеющему большую область сходимости. При этом  х1 = –13 м, y1 = 796 м, х2 = 1013 м, y2 = –1705 м.  
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Рис. 1. Схема сети 
 
 
Рис. 2. Запроектированная сеть 
 
На рисунке 3 показана центральная система, для которой находили оптимальное решение, соот-
ветствующее минимуму функции (18). 
 
 
Рис. 3. Центральная система 
 
Критерий (18) достаточно устойчиво дает решение независимо от того, откуда начались прибли-
жения. Поэтому координаты определяемых пунктов задавались в области расположения исходных пунк-
тов, в любой точке этой области с отступлением точек 1 и 2 порядка 5 м. Например, приближенные ко-
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ординаты двух точек брались в области L (см. рис. 3). В результате получены координаты точек:  
х1 = 1445 м, y1 = 1689 м, х2 = 2326 м, y2 = 1425 м.   
Критерий (17) дает решение, зависящее от начальных координат точек. Наилучшее решение полу-
чено с координатами х1 = 2001 м, y1 = 1038 м, х2 = 2019 м, y2 = 966 м.  Отсюда видно, что получена «не-
стандартная» геодезическая сеть, поэтому критерий (17) следует применять с ограничениями на область 
допустимых значений параметров. 
Рассмотрим минимизацию целевой функции (18) для двух определяемых пунктов, координаты ко-
торых находятся из геодезического четырехугольника (рис. 4). 
 
 
Рис. 4. Геодезический четырехугольник 
 
Учитывая большие возможности метода релаксации, т.е. обширную область сходимости и итера-
ций, будем задавать координаты точек 1 и 2 из рядом лежащих их положений. Исследования показали, 
что функция (18) имеет локальный и глобальный минимумы. Первый из них соответствует такому плану: 
х1 = 700 м, y1 = 1215 м, х2 = 760 м, y2 = 295 м,  = 5,52. Глобальный минимум соответствует координа-
там: х1 = х2 = 664 м, y1 = 0 м, y2 = 1006 м.  
Выше были рассмотрены угловые сети, содержащие два определяемых пункта.  
На рисунке 5 показано звено триангуляции, содержащее четыре определяемых пункта. 
 
Рис. 5. Звено триангуляции 
 
Расчеты показали, что если брать координаты определяемых пунктов в окрестности точки А  
(см. рис. 5), то координаты определяемых пунктов после минимизации целевой функции (18) будут такими: 
х1 = 1162 м, y1 = 1310 м; х2 = –21 м, y2 = 832 м; х3 = 1022 м, y3 = 2668 м; х4 = –160 м, y4 = 2190 м.  
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Для начальной точки В будем иметь: 
х1 = 1971 м, y1 = 493 м; х2 = 1017 м, y2 = 2069 м;  х3 = 1692 м, y3 = 2506 м; х4 = –265 м, y4 = 1512 м. 
Вариант А показан на рисунке 6, где указаны значения углов для запроектированной ЭВМ сети. 
 
 
Рис. 6. Запроектированное звено триангуляции 
 
Проанализируем ошибку геометрической связи К для сети на рисунках 5 и 6. Для первой из них 
1 2 6... 2 2 5 5 2 2 18.R R R R   
Следовательно, запроектированная сеть под условием (18) почти в два раза жестче, чем исходная. 
 
На основании выполненных исследований можно сделать следующие выводы: 
1. Оптимизация по ошибке положения приблизительно такая же, как оптимизация по относитель-
ной обусловленности, но выполнение оптимизации по относительной обусловленности целесообразнее, 
так как величина относительной обусловленности имеет допуск. Мы можем устанавливать итерации до 
величины допуска или удовлетворяя величину допуска. 
2. Применение градиентного метода и способа Ньютона затруднено при минимизации целевой 
функции из-за малой области сходимости приближений. Поэтому лучше использовать обширную об-
ласть сходимости итераций в методе релаксации.  
3. В результате выполненных исследований предложены дополнительные рекомендации для дей-
ствующих инструкций при проектировании полигонометрических ходов, развитых методом координат-
ной привязки. 
4. Показаны возможности использования программного обеспечения, включающего подпрограм-
мы SERP 2, SERP 3 и МАХ. 
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